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Introduction

Dans cette capsule vidéo, nous allons étudier un probléme de dénombrement
classique, celui de répartir m boules dans n urnes.

Si les boules sont distinctes et les urnes sont distinctes, alors par le principe
fondamental du dénombrement, il y a n"™ possibilités.

Ce n’est pas l'ordre d’arrivée des boules dans les urnes qui est important, mais de
savoir quelle boule est dans quelle urne.

Mais qu’arrive-t-il si les boules ne sont plus distinguables?
Dans ce cas, c’est le nombre de boules dans chaque urne qui devient important.

Pour cette capsule, je vais supposer que vous savez calculer le nombre de
combinaisons d’objets distincts.



Boules indistinguables et urnes distinctes

On veut répartir m boules indistinguables dans n urnes distinctes (numérotées).

On peut représenter par z; le nombre de boules dans I'urne numérotée ¢, pour
chaquei=1,2,...,n.

Comme il y a m boules a répartir au total, il faut nécessairement que
T +2Tog+ -+ Ty, =M,

ol z; > 0, pour chaquei =1,2,...,n.

Notre probléme est donc équivalent au probléeme de trouver le nombre de
solutions entieres positives a cette équation.



Solutions entiéres strictement positives

Nous allons tout d’abord nous attaquer a un probleme plus simple: répartir m
boules indistinguables dans n urnes numérotées, tout en s’assurant qu’il y ait au
moins 1 boule dans chaque urne.

Dans ce cas, il faut nécessairement que m > n.

Ce nouveau probléme est équivalent au suivant: trouver le nombre de solutions
entieres a
1+ T+ +x, =m,

oux; > 1, pourchaquei=1,2,...,n.



Boules et urnes - un exemple
Supposons que nous ayons m = 5 boules a répartir dans n = 2 urnes.
Représentons graphiquement nos m = 5 boules de la facon suivante:

Nous allons représenter le fait de distribuer 1 = 3 boules dans l'urne #1 et
T9 = 2 boules dans 'urne #2 par

e o0 | 0o
Il'y a donc autant de facons de répartir nos m = 5 boules dans lesn = 2 urnes,

tout en s’assurant qu’il y ait au moins 1 boule dans chaque urne, gu’il y a de
facons de placer le trait vertical entre les boules:



Boules et urnes - un autre exemple

Supposons maintenant que nous ayons m = 5 boules a répartir dans n = 3 urnes.

Nous allons maintenant représenter le fait de distribuer 21 = 2 boules dans I'urne
#1, x5 = 2 boules dans I'urne #2 et x3 = 1 boule dans I'urne #3 par

o o ‘ o o \ °
Nous devons donc placer n — 1 = 2 traits verticaux parmi m — 1 = 4 positions

possibles.

Il'y a donc le méme nombre de possibilités qu’il y a de combinaisonsden — 1 = 2
objets pris parmi m — 1 = 4 distincts.



Résultat général

Afin de connaitre le nombre de facons de répartir m boules indistinguables dans n

urnes numérotées, tout en s’assurant qu’il y ait au moins 1 boule dans chaque
urne,

il suffit de choisir n — 1 espaces parmi les m — 1 disponibles.

Il'y a donc le méme nombre de possibilités qu’il y a de combinaisonsden — 1
objets pris parmi m — 1 distincts.



Résultat général

Solutions entieres strictement positives

Le nombre de solutions entieres a
Tyt Xyt Tp =M,
oux; > 1, pourchaquei =1,2,...,n,est
m—1
n—1)
C’est aussi le nombre de fagcons de répartir m boules indistinguables dans n urnes
distinctes, tout en s’assurant qu’il y ait au moins 1 boule dans chaque urne.



Solutions entiéres positives

Nous cherchons maintenant le nombre de solutions entieres positives, c’est-a-dire
telles que x; > 0 pour chaque?=1,2,...,n,a

T+ 22+ +x =m.

On se ramene facilement a la situation précédente en posant y; = z; + 1:
(r1+ 1)+ (2 + 1)+ +(xp+1)=m+n

Yi+y2t- Ty =m+mn,

ouy;, =x; +1>1,pourchaquei=1,2,...,n.
m—+n —

1
Onsaitgqu’ily a ( ) solutions possibles a cette équation.



Résultat général

Solutions entieres positives

Le nombre de solutions entiéres a
Tyt Xyt Tp =M,
oux; > 0, pour chaquei =1,2,...,n, est
m+n—1\ (m+n—1
n—1 n m '
C’est aussi le nombre de fagcons de répartir m boules indistinguables dans n urnes
distinctes, en permettant qu’il y ait des urnes vides.



Résumé

- Nombre de solutions entieres strictement positives a
T1+Xyo+---+2x,=mM

- Nombre de solutions entieres positives a
T +To+--+T, =M
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