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Introduction

La loi normale bivariée est I'une des lois de probabilité bivariées les plus
importantes.
Nous allons extraire quelques propriétés de la fonction de densité conjointe:
lois marginales;
lois conditionnelles;
corrélation.



Fonction de densité conjointe

Loi normale bivariée

Un vecteur aléatoire (X, Y) suit une loi normale bivariée si sa fonction de densité
conjointe est donnée par

fX,Y(xay):
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pour tout —oco < &,y < 00, 0U —0o0 < lx, by < 00, 0x,0y > 0et —1 < pxy < 1.




Définition
Lorsque (X, Y") suit une loi normale bivariée, on écrira
(X7 Y) i N(MXa Hy,0x,0yv, pXY)
On vérifiera (de facon un peu indirecte) qu’il s'agit d’une fonction de densité.

Attention: si X et Y suivent chacune une loi normale univariée, alors le couple
(X,Y) ne suit pas nécessairement une loi normale bivariée.



Complétion du carré

Notons tout d’abord que
a® — (2c)ab + b* = (a — cb)® + (1 — A)v*.

Conséquemment,
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Nouvelle expression pour la densité conjointe

Ainsi, on peut écrire
fxy(x,y) = g(x;y)h(y),

ou, pour chaque valeur de y fixée, la fonction x — g(x; y) est la densité d’une loi

normale de moyenne
Mx + pxyox (y — MY)
Oy

et de variance
2 2
(1 - pXY) Ox,

alors que h est la densité d’une loi normale de moyenne 1y et variance 012/.



Lois marginales

Et donc nécessairement, si on fixe la valeur de g,

fr(y) = /°° fxy(z,y)de =

En d’autres mots, Y ~ N (uy, o2).

Et, par symétrie, on obtiendra aussi que X ~ N (uy,c%).



Lois conditionnelles

On peut également déduire que g(x; y) est la fonction de densité conditionnelle
de X étantdonnéY =y, car

fxy(,y) = fxyy(z | y) fr(y).

Et donc,

X|Y=yNN(Mx+,0XYUX <y;'uy>a(1_l)§(y>0§()~
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Corrélation
Par définition,
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On peut donc écrire

Corr(X,Y) / / (x — ”X> <y ;YMY> fxy(z,y)dzdy.




Corrélation

Puisque

fxy(y) = fxy(@ | y)fyr (),

Corr(X,Y) / / (x_“X> (y Y“’”) fxiy (x| y) fy (y)dady
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Indépendance

Rappelons que X ~ N (ux,0%) etY ~ N(uy, o} ).

On voit que

1

x, =
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= fx(z)fr(y),

si et seulement si pxy = 0.



Indépendance

En d’autres mots, fxy(z,y) = fx(x)fy(y) si et seulement si pxy = 0.

Ce dernier résultat n’est évidemment pas vrai en général.

On peut aussi en déduire que si X et Y sont des variables aléatoires
indépendantes et de lois normales, alors (X, Y") suit une loi normale bivariée.



Résumé

Nous avons montré que si (X, Y') suit une loi normale
bivariée, alors:

- les lois marginales sont normales;

- les lois conditionnelles sont normales;
- X 1Y <= Cor(X,Y)=0.
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