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Introduction

Une fonction de densité a deux variables est une facon de stocker |'information
d’une loi de probabilité, typiguement associée a un couple de variables aléatoires
(X,Y), dont les valeurs possibles forment un continuum, par exemple un
rectangle du plan.

Plus précisément, une telle fonction de densité nous permettra de représenter la
fonction de répartition de (X, Y) sous la forme d’une intégrale double.

Nous verrons ensuite comment utiliser cette fonction pour des calculs de
probabilités de la forme P (a < X < b,¢ <Y < d) et son lien avec les fonctions
de densité marginales de X et Y.



Définition

Fonction de densité conjointe

On dit que f: R? — R est une fonction de densité conjointe si:
* elle est positive, c’est-a-dire f(z,y) > 0, pour tout z,y € R;
¢ elle integre a 1, c’est-a-dire

// f(z,y)dzdy = 1.

Nous allons maintenant voir comment associer une loi de probabilité a une
fonction de densité conjointe f.



Définition

Couple de variables aléatoires continues

Un couple de variables aléatoires (X, Y') est dit (conjointement) continu si sa
fonction de répartition F'y y (a,b) = P{X < a,Y < b} peut s’écrire sous la forme

Fxy(a,b) = / / fxy (u,v)dvdu,

pour tout (a, b) € R?, ol fx v est une fonction de densité conjointe.

La fonction de densité fy y caractérise la loi du vecteur aléatoire (X,Y") en
représentant la distribution de la masse de probabilité dans le plan.



Remarques

On appelle valeurs possibles du couple (X, Y') I'ensemble des points (a, b) tels que

fX7y(a, b) > 0.

Comme dans le cas unidimensionnel, puisque

Fxy(a,b) / / fx.y (u,v)dvdu,

on a que
2
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(a,b) = fxy(a,b).



Conséquences de la définition

Puisque
a b
P{X <a,Y <b} = / / fxy (u,v)dvdu,

on en déduit que:

0o b
e P{X >a,Y <} :/ / fxy (u,v)dvdy;

b pd
°P{a§X§b,c§Y§d}://fxvy(u,v)dvdu.

Il est intéressant de remarquer que les événements précédents peuvent aussi
s’écrire sous la forme:

{a <X <be<Y <d}={X €[a,b],Y € [c,d]} ={(X,Y) € [a,b] X [c,d]}.



Conséquences de la définition

Des derniéres relations, on peut déduire que

P{(X,Y)eAx B} =P{X €AY € B} = A/fo,y(x,y)dydx,

ou A, B C R, et plus généralement

P{(X,Y) e D} = / /D Fry (@, y)dzdy,

ou D C R?



Fonctions de densité marginales

Rappelons qu’il est toujours possible d’écrire

Fx(l') =

Et donc

f(x) = / " far(zv)do,

pour tout =z € R.
De la méme maniere, fy (y) = / fx.v(u,y)du, pour tout y € R.
—00
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